1. EN DEFINISION - NYTT PERSPEKTIV PA NOE KJENT

Vi begynner med noe som er typisk i matematikk og skriver ned en defi-
nisjon. En definisjon er en presis mate a si hvordan vu bruker ord og hva vi
snakker om.

Definisjon 1.1. En er en mengde K sammen med to operasjoner
+: K x K — K som vi kaller addisjon og -: K x K — K som vi kaller
multiplikasjon slik at fglgende regler gjelder: For alle elementer a,b,c € K
har vi
e (at+tb)+c=a+(b+c)og(a-b)-c=a-(b-c),
eat+b=b+aoga-b=b-a,
ea (b+c)=(a-b)+(a-c),
og vi krever

e det finnes to elementer 0 og 1 slikat0# 1 oga+0=aoga-1=a
for allea e K,

e for hvert a € K finnes det et element —a slik at a + (—a) = 0,

e for hvert a # 01 K finnes det et element @', vi skriver ogsa olw slik
ata-a”' = 1.

2. EKSEMPLER

Vi er alle kjent med eksempler av kropper:

e Mengden Q av rasjonale tall er en kropp.
e Mengden R av reelle tall er en kropp.
e Det finnes en kropp [F, med p elementer for hvert primtall p.

Men noen andre mengder med addisjon og multiplikasjon er krop-
per:

e Mengden Z av alle heltall er en kropp fordi det finnes ikke
noen inverse for multiplikasjonen, for eksempel % ¢ 7.

e Det en kropp med fordi i en slik kropp
matte gjelde 2-3 =6 =0selvom 2 # 0 og 3 # 0.

Typisk. I definisjonen av en kropp tok vi egenskapene av kjente eksemp-
ler, skrev ned det som er viktig for oss, nemlig regnereglene og eksistens av
0 og 1, og har sett bort fra alt annet. Og sa finner vi mange flere eksempler.
Faktisk finnes det uendelig mange andre kropper. Som matematikker kan
vi na sette oss malet med a prgve a forsta alle kropper som finnes. Men dette
rekker vi ikke 1 dag. ;-)

3. Et tall er et element i en kropp

Vi bruker reglene i en kropp for a regne med tall. Faktisk kan vi si at et
tall er rett og slett . For eksempel, sier vi at et ele-
ment i Q er et rasjonalt tall. Et element i R er et reelt tall.
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Lgse ligninger. En fundamental problemstilling i matematikk er & lgse lig-
ninger og det er ofte kropper som gir oss Igsningsmendger. For eksempel
kan vi lgse ligningen

*-5=0
i kroppen R av alle reelle tall, dvs det finnes reelle tall x = +4/5 som til-
fredsstiller ligningen. vi kan ikke finne et tall som er en Igsning
for ligningen

X +1=0.
Faktisk finnes det mange ligninger som er skrevet ved hjelp av reelle tall
med +, - 1 R og én variabel x som vi kan lgse i R.

Utvide R. Vi har kanskje sett en gang for hvordan vi Igser dette problemet.
Ideen er at vi utvider kroppen R av reelle tall til kroppen C av alle kom-
plekse tall. Dette gjgr man vanligvis ved a finne opp et nytt tall 1 med
egenskapet 12> = —1. S& skriver man komplekse tall som a + bt med reelle
tall a,b. Men det finnes ogsa andre mater a konstruere kroppen av alle
komplekse tall. Det skal vi leere om na...

4. UTFORDRING - NY MENGDE MED NYE REGNEREGLER

Vart mal er nd & konstruere en ny kropp som inneholder lgsninger for
alle slike lgsninger. Vi begynner med et fgrste skritt i denne retningen.

Definisjon 4.1. Vi ser pa mengden .Z gitt av
Mo={(*Y) |a,b,c,deR}.

Vi kan tenke pa elementer i .# som 2 x 2-tabeller. Som du kommer til
a lere dette semesteret er .# mengden av alle (reelle) 2 x 2-matriser. For

eksempel har vi at
34/ ﬂ,'f% L

er elementer i .# (uendelig mange andre).

Notasjon 4.2. Vi bruker na ogsa bokstaver som M, N, eller X, Y for a be-
tegne et element, dvs en tabell eller matrise, i .7 .

Na definerer vi addisjonen i ./ ved at
(a b) +(db) = a+d b+b'
cd dd ) ct+c d+d' )
Dette ser ut som en ganske apenbart mate a definere en addisjon: vi bare

legger sammen elementer som vanlig i hver posisjon i tabellen ved a bruke
addisjon av reelle tall.



Vi definerer multiplikasjon i .# ved at
(a b) ) (a’ b’) . (aa'—i—bc’ ab’-i—bd’)
cd) \cd )~ \cd+dc cb'+dd )"
Vi kan huske reglen for multiplikasjonen sann: for a fa elementet i rad i og
kolonne j ma vi gange og legge sammen rad i fra den fgrste tabellen med

kolonne j fra den andre tabellen. Her er i og j enten 1 eller 2, men reglen
fungerer ogsa for stgrre tabeller eller matriser.

Addisjon fungerer helt fint i .#. Vi har matrisen (8 8), som vi kaller
nullelementet eller nullmatrisen, slik at

(¢a)+(60) = (¢a) = (©o)+(22)
for alle elementer M = (‘CI Z) i .. Vi har ogsa:

Lemma 4.3. Foralle X, Y og Z i ./ har vi
(1) X+Y)+Z=X+ (Y +2),
2) X+Y =Y +X,
3) (X-Y)-Z=X-(Y-Z), 0g
@)X Y+2)=(X-Y)+(X-2).

Bevis. Vilar X, Y og Z vare elementer i .# og bruker definisjonen av + og

ey

(x+7)+z=((5)+ ( o))+ (4 )

((a a)+a (b+b’)+b”>
(c+c")+c" (d+d")+d"

a+(d+a") b+'+0")\ _
(c+(c’+c”) d+(d’+d”)> =X+ +2),

(2)
— "b\ _ (atd b+b
X+Y=(¢g)+ (?’ d’) - <i+?’ did’)

_(d+ab+b\ _
o <c’+c d'+d> o Y+X’

a b/ a// b//
Jd : ' d"
ad'+bc’ ab’+bd" \ [ a" b
ca' +dc’ cb'-l—dd’ " d"

(e
Eaa +bc'Ya" 4-(ab’ +bd' )" (ad' +bc’)b" +(ab’ +bd )d>
(4
(¢

3)

)-Z

cd' +dc')a Cb’-l—dd’) " (cd'+dc")b" +(cb' +dd")d"
ad'd” +bc'a"+ab' " +bd'c” aa’b”+bc’b”+ab’d”+bd’d”)

cd'd"+dc'd" +cb' " +dd' " ca'b"+dc'b" +cb'd" +dd' d”
a/all_,’_b/ /" +b C/a//+d, //) (a,b//+b/d//)+b(c b//+d/d//)
/ ”+b/ // +d C/ //+d, l/) ( Ib//+b/d//)+d(c/b//+d/d//)

a/a//+blcll /b//+b d/l .
) ' <c'a”+d’c” v +d d”) =X (Y 'Z)v



4)
ab a+a" b +b"
Y+Z )'<c+c” d'+d”>

(¢
E d+a")+b(c'+c") a (b’+b”)+b(d’+d”))

a+d")+d(d+c") (' +b")+d(d'+d")
aa’ +aa" +bc’ +bc" ab’ +ab” +bd’ +bd"
ca' +ca”"+dc’ +dc" cb' +cb" +dd' +dd”
(ad’ +bc")+(aa" +bc") (ab’+bd’)+(ab” +bd")
(ca'+dc")+(ca" +dc") (cb'+dd")+(cb” +dd™)
= (X~Y) + (X-Z).

Dermed har vi vist at alle pastandene er riktige for alle elementeri.Z. [
Eksempel 4.4. vi har

(59)-(85) = (§4) - (38) = (8)-(49).
Spgrsmal: Hva viser oss dette eksemplet?

Svar: Eksemplet viser at .# med operasjonen - er en kropp fordi i det
minste to av reglene ikke gjelder i ./ .

Hyvilke regler gjelder ikke? Vi har ikke X -Y =Y -X for alle X,Y € .#Z,
og ikke alle elementer i .# har en invers med hensyn til -. Her ser vi at det

finnes (}9) ! og ikke (38) ~1i . Vi skal lzre mer om dette snart.

5. UTFORDRING - EN NY KROPP
For a oppna vart mal ma vi altsa forandre noe. La oss prgve a se pa en litt
mindre mengde. Kanskje blir den en kropp?
Vi definerer altsa delmengden
¢ ={(¢")|abeR}c A

og bruker samme addisjon og multiplikasjon som i .# . For eksempel har
vi

(1 2)e¥, og <\f f)e%”

Notasjon 5.1. Vi kan se pa R som en delmengde av € ved
et reelt tall @ med (8 2) Vi skal ogsa skrive a for elementet (
er et reelt tall.

a
6 a ) 1% nar a
(Typisk i matematikk: vi introduserer forkortende notasjoner som er enk-

lere a bruke, men kan forvirre oss i fgrste gyeblikket.)

Lemma 5.2. Nar X og Y er elementer i €, da er ogsa X +Y og X -Y
elementeri €.
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Bevis. Vilar X og Y vere elementer i 4 og bruker definisjonen av + og -
_ (a—b ad =b\ _ (a+d —(b+b)
X+Y = (b a )+<b’ d ) N <h+b/ a+d €% og
_(a—-b\ . (d —b\ _ (ad—bb —ab'—bd
XY= (b a ) (b’ d ) - (ba’—i—ab’ —bb’-i—aa’)

_ (ad —bb' —(ab’+bd’)
- (ab’era’ aa' —bb’ €C. =

Dette viser at + og - definerer operasjoner pa €. Vi gjor na fglgende
pastand:

Teorem 5.1. Mengden € sammen med de to operasjonene + og - definert i
M er en kropp.

Spgrsmal: Hva mangler vi for & bevise teoremet?

6. OPPGAVER

Vi skal né jobbe med a svare pa fglgende spgrsmal:
Oppgave 1: ErX-Y =Y -X foralle X,Y € €?

Oppgave 2: Finnes det et element Y € % slik at
—b\ _ (a —b
Y. (Z a ) - (Z a )
for alle (Z ;b ) € €7 Hvis det eksisterer, hva vil du kalle et slikt element?

Oppgave 3: For reelle tall a,b slik at a> + b*> > 0 sjekk at vi har
a b
202 22 —bY _
(2 2) - (D,
a24+b2 d2412

Oppgave 4: Forklar hvorfor vi har na bevist Teorem

Oppgave 5: Hvaer
(Y0)-(17%)?
Kan vi lgse ligningen X* + 1 = 0? (Her skriver vi 1 = ($ ¢) og 0= ($9).)

Oppgave 6: Vi kan lage en korrespondanse mellom planet R? og € pa
fglgende mate:

(a,b) eR* s (4°0) €€

Vihar at (0,1) <~ (9 3'). Hva skjer nér vi utfgrer multiplikasjonen

(T70) (50)

Tegn det i planet.
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Oppgave 7: Nar en vinkel o gar fra 0 til 27 sa beskriver (cos o, sin @) en
sirkel med radius 1 i R?. Hva skjer geometrisk nar vi utfgrer multiplikasjo-
nen:

(cos(x fsina) ) (cosﬁ —sin[})

sina cosa sinf cosf

Oppgave 8: Kan vi finne flere enn én lgsning av ligningen X" = 1 for po-
sitive heltall n > 3?

Oppgave 9: Ethvert punkt i planet kan uttrykkes som
(rcosa,rsina)

for en vinkel o og et ikke-negativt reelt tall r. La

X = (rcosa —rsina) ogY = (SCOSB —SSinﬁ>

rsina rcoso ssinf scosf
for ikke-negative reelle tall r, s og vinkler o og 3. Hvaer X - Y?
Oppgave 10: Kan vi lgse
X" +tap X" ' a1 X +ap=0

med a; € R (her skriver vi igjen a for elementet (& 9) i ¢ som korrespon-
derer til det reelle tallet a)?
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